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Introduction
[ ]

Méthode de paramétrisation de variétés invariantes

» Technique non linéaire de réduction de modeéle.

By = Ay +Q(y,y) +F(t)
l Réduction:
z=1(z) et y=W(z)

yeCPzec?
d< D
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» Modes non linéaires : variétés invariantes définies mathématiquement comme LSMs/SSMs [shaw and

Pierre (1991); Haller and Ponsioen (2016)].
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By = Ay +Q(y,y) +F(t) o8
D d 02
l Réduction: ¥ €CzeC
d< D
z=1(z) et y=W(z)
> Développements asymptotiques autour d'un point fixe :  W(z)
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Limites de validité pour la méthode de paramétrisation

» Approche typique : comparaison avec un modéle complet.
» Nécessité de critéres permettant la détermination des limites de validité sans avoir recours
au modéle complet.

» Accent sur critéres pratiques, appliqués aux systémes mécaniques.



Méthode de paramétrisation - Panorama

On considére systémes dynamiques de la forme

By = Ay + Q(y,y).
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es de validite

Méthode de paramétrisation - Panorama

On considére systémes dynamiques de la forme

By = Ay + Q(y,y).

Injectant

on retrouve |'équation d'invariance
BV, W(z)f(z) = AW(z) + Q(W(z), W(z2)),

qui permet de déterminer les coefficients des expansions asymptotiques de W et f.
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es de validite

Limites de validité - Equation d'invariance

On impose que le résidu de I'équation d'invariance soit plus petit qu'une tolérance spécifiée :

BV, W (2)f(z) - AW(z) — Q(W(z), W(z))|
[Aw ]

<e,
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Limites de validité

Limites de validité - Equation d'invariance

On impose que le résidu de I'équation d'invariance soit plus petit qu'une tolérance spécifiée :

BV, W (2)f(z) - AW(z) — Q(W(z), W(z))|
[Aw ]

<e,

Simplification possible pour un seul mode maitre : idée basée dans la méthode asymptotique
numérique [Cochelin (1994)]. Avec z1 2 = geiw, il est possible de retrouver

awao) |7
P\ TR )
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Limites de validité - Singularité de I'opérateur homologique

Critére initialement proposé pour la forme normale [Lamarque et al. (2012)]. On définit I'opérateur
d'invariance :
H=BV,W(z)
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Limites de validité - Singularité de I'opérateur homologique

Critére initialement proposé pour la forme normale [Lamarque et al. (2012)]. On définit I'opérateur
d'invariance :
H=BV,W(z)
On cherche ses singularités :
» Sid=D :detH=0.
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Limites de validité - Singularité de I'opérateur homologique

Critére initialement proposé pour la forme normale [Lamarque et al. (2012)]. On définit I'opérateur
d'invariance :
H=BV,W(z)
On cherche ses singularités :
» Sid=D :detH=0.
» Sid < D : Il n'est plus possible de calculer le déterminant de H.
» Sélectionner une sous-matrice ; ou

» Calculer la décomposition en valeurs singuliers.

Pour les cas forcés : il suffit de considérer la sous-matrice associée a la partie autonome.

Limites de validité pour la méthode de paramétrisation de variétés invariantes : critéres pratiques pour les systémes vibrants A. de F. Stabile 6/18



Limites de validité - Séries

Critére adapté au cas d'un seul mode maitre. Avec une forme polaire des variables normales :

£(z) = > £,(6) o7,
W)= W, (0)
p=1
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Limites de validité - Séries

Critére adapté au cas d'un seul mode maitre. Avec une forme polaire des variables normales :

W(z) = 3 W, (0) o7

p=1

Application de régles de convergence de séries a une des composantes scalaires :

pc = lim a;l/d,
pP—00
. a
pa = lim —2
P—30 Qp41

Traitement de la dépendance en 6 (et ¢ pour le cas forcé) : minimum pour différentes valeurs.
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Exemple

On considére I'oscillateur & deux DDLs décrit par :

. . 2 1.3 2 2
Uy + 26wty + wiug + hiqul + 3hi uius = K cos Qt,

g + 2520)2112 + w%uQ + h%llu“;’ 0,

et on s'intéresse d'abord au cas conservatif et sans forcage.
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Exemple

On considére I'oscillateur & deux DDLs décrit par :

. . 2 1.3 2 2
Uy + 26wty + wiug + hiqul + 3hi uius = K cos Qt,

Ug + 2520)2112 + w%uQ + h%llu“;’ 0,

et on s'intéresse d'abord au cas conservatif et sans forcage. On fixe
1 _ 32
hiyy =hipp =w1 =1,

et deux valeurs de ws :
wo = 1.57 et wy =0.637.

Limites de validité pour la méthode de paramétrisation de variétés invariantes : critéres pratiques pour les systémes vibrants A. de F. Stabile 8/18



Exemple - Equation d'invariance

U U

I o=5 —
o=10 —
o=15 —

0L . . . 0L . . .

107° 1074 1073 102 107! 10° 107° 1074 1073 1072 1071 10°
€ €
(a) we = 1.57 (b) w2 = 0.637
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Limites de validité pol

0=5 —

L 0=10 —
02 0o=15 —
Séries 0 =35 ---
0.1 Sing. 0 =
Tnv. o= 1¢
Référence ---
%»9 1.1 1.2 1.3 14 15
WNL

(a) wg = 1.57

a méthode de paramétrisation de variétés invariantes

Référence

1 1.1 112 1.3
WNL

(b) wa = 0.637

critéres pratiques pour les systémes vibrants

14 1



Systémes forcés

» Tous les critéres présentés sont appliqués aprés le calcul du modéle réduit, pour le valider.
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Systémes forcés

» Tous les critéres présentés sont appliqués aprés le calcul du modéle réduit, pour le valider.

» Détermination de k a priori : expressions analytiques pour des cas de résonance spécifiques.
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Daveloppements symboliques
[ o]

Oscillateur de Duffing - Cas conservatif

Oscillateur de Duffing :
i 4 26 w1u 4 wiu + hu® = K cos Q.
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Daveloppements symboliques
[ o]

Oscillateur de Duffing - Cas conservatif

Oscillateur de Duffing :
i 4 26 w1u 4 wiu + hu® = K cos Q.

Pour le cas conservatif et en vibration libre, jusqu’a 'ordre 9 :

. . . 3h 4 _51h2 3 92 1419h3 3 _47505h% 5 4

Z1 = w21 + ZQ—MZIZQ — zmzle + zmzlzz — ZWZIZQ
h 5 3h , 3h 5 h 5 h* |

U:211+22+87(U%21_47&)%2122_47&)%2122"'@22"—@214'...
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Daveloppements symboliques
[ o]

Oscillateur de Duffing - Cas conservatif

Oscillateur de Duffing :
i 4 26 w1u 4 wiu + hu® = K cos Q.
Pour le cas conservatif et en vibration libre, jusqu’a 'ordre 9 :

. . . 3h 4 51h2 3 92 1419h3 3 _47505h% 5 4

zlzzw1zl+zﬂz122 24 Szle—i—zmzlzz—szle
h 5 3h , Bh o h 4. h?

U:211+22+87(u%21_47&}%2122_47&)%2122"'801 2 64 Zl+

La backbone et I'amplitude du déplacement sont obtenus analythuement :

51h% ,  1419h% ,  47505h% 8)

LI
WNL =W -
NL 1 23w%ﬂ

28w4p 2139 r 2188
B 5h 25h? y 278103 o 90493n*
Umax = p (1= 557 2p T 55, T + 9208 ¥
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Daveloppements symboliques
(o] J

Oscillateur de Duffing - Résonance primaire - ) &~ w;

La dynamique réduite au troisiéme ordre est

21 = fiz1 + foziza + fazs + faziza + foz1zezs + for1232a + freo2] + faz32a,
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Oscillateur de Duffing - Résonance primaire - ) &~ w;

La dynamique réduite au troisiéme ordre est

21 = fiz1 + foziza + fazs + faziza + foz1zezs + for1232a + freo2] + faz32a,

Avec k, & d’ordre O(e) :

3 3h 9hp? — 16w? 3hp? — 16w? 2
Q=pw +p°— % ! L) — p2dw?.
P PEOLT P e 3hp? — 16w? 32w3 " prEiwy
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Daveloppements symboliques
(o] J

Oscillateur de Duffing - Résonance primaire - ) &~ w;

La dynamique réduite au troisiéme ordre est

21 = fiz1 + foziza + fazs + faziza + foz1zezs + for1232a + freo2] + faz32a,

Avec k, & d’ordre O(e) :

Wi

2
3 3h + 9hp® — 16w7 3hp? — 16&1%/@ — p2uwt
32w3

8wy ~ 3hp? — 16w?

Avec de plus h d’ordre O(e) :

3h
Q:WlJr/JQSTAlL

[A. de F. Stabile, C. Touzé and A. Vizzaccaro : Normal form analysis of nonlinear oscillator equations with automated

arbitrary order expansions, Journal of Theoretical, Computational and Applied Mechanics (JTCAM), 13234, 2025]
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Amplitude a priori
Py

Systémes forcés - Suite

» Tous les critéres présentés sont appliqués aprés le calcul du modéle réduit, pour le valider.
» Détermination de k a priori : expressions analytiques pour des cas de résonance spécifiques.
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Amplitude a priori
Py

Systémes forcés - Suite

» Tous les critéres présentés sont appliqués aprés le calcul du modéle réduit, pour le valider.

» Détermination de k a priori : expressions analytiques pour des cas de résonance spécifiques.
» Pour la résonance primaire :

4 = fiz1 + foziza + fazs, (1)
avec f3 = (cff +icl)k.

Limites de validité pour la méthode de paramétrisation de variétés invariantes
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itude a priori

Systémes forcés - Suite

» Tous les critéres présentés sont appliqués aprés le calcul du modéle réduit, pour le valider.
» Détermination de k a priori : expressions analytiques pour des cas de résonance spécifiques.
» Pour la résonance primaire :

2= fiz1 + fazize + fazs, (1)
avec f3 = (it +icl)k. Si fF£0, on a
offp+ fRY @)
41 +a2’

avec o = f3/fF, alors que si fI # 0, on trouve

3
_ 2+ 15

4ck\/1 4 32 ’ 3

avec 3 = f3'/fL.
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Amplitude a priori
0800

Exemple - Systéme forcé

> & =& =0.05 wy =1.57 et kK =0.07.

0.8

0.7
0.6
0.5
0.4

Umax

0.3
0.2

0.1

Référence ---

0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
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Amplitude a priori

Récapitulatif

» Les trois critéres ensemble permettent de déterminer une zone de perte de convergence.
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» Le critére d'invariance semble le plus robuste, et ¢ = 1% a mené a des bons résultats.
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» Les trois critéres ensemble permettent de déterminer une zone de perte de convergence.
» Le critére d'invariance semble le plus robuste, et ¢ = 1% a mené a des bons résultats.
» La simplification du critére d'invariance est facile a calculer et assez précise.
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» Les trois critéres ensemble permettent de déterminer une zone de perte de convergence.
» Le critére d'invariance semble le plus robuste, et ¢ = 1% a mené a des bons résultats.
» La simplification du critére d'invariance est facile a calculer et assez précise.

> Les critéres de singularité et des séries fournissent une borne supérieure pour les résultats.
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Amplitude a priori

Récapitulatif

Les trois critéres ensemble permettent de déterminer une zone de perte de convergence.

Le critére d'invariance semble le plus robuste, et ¢ = 1% a mené a des bons résultats.

>

>

» La simplification du critére d'invariance est facile a calculer et assez précise.

> Les critéres de singularité et des séries fournissent une borne supérieure pour les résultats.
>

La procédure pour déterminer I'amplitude du forcage fonctionne bien.
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Amplitude a priori

MERCI
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