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Méthode de paramétrisation de variétés invariantes [Cabré et al. (2003a,b, 2005)]

▶ Technique de réduction de modèle

▶ Dévélopements asymptotiques autour
d’un point fixe du système

y = W(z), ż = f(z)

▶ y ∈ CD, vecteur d’état
▶ z ∈ Cd, coordonnées normales d ≪ D
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Méthode de paramétrisation de variétés invariantes [Cabré et al. (2003a,b, 2005)]

▶ Variétés invariantes dans l’espace de phase : LSMs/SSMs [Shaw and Pierre (1991); Haller and

Ponsioen (2016)]. Extension directe du concept de mode linéaire.
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Cette contribution

▶ Étendre la méthode de paramétrisation pour traiter systèmes bifurquants.

▶ Inclusion du paramètre de bifurcation comme une variable ajoutée [Vizzaccaro et al. (2024); Li

and Wang (2024)].
▶ Stratégie basée dans une analyse de stabilité linéaire pour choisir les modes maîtres.
▶ Exemples illustratifs : pendule de Ziegler et colonne de Beck.
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Plan de la présentation

▶ Méthode de paramétrisation directe - Inclusion du paramètre de bifurcation
▶ Pendule de Ziegler

▶ Analyse de stabilité linéaire
▶ Choix des modes maîtres
▶ Résultats

▶ Colonne de Beck
▶ Conclusion
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Méthode de paramétrisation directe - Inclusion du paramètre de bifurcation

On considère problèmes de la forme

Bẏt = Ayt +Q1(yt,yt) +Q2(yt, µt) +Q3(µt, µt),

µ̇t = 0.

Avec
yt = y0 + y, µt = µ0 + µ

y0 point fixe :
Ay0 +Q1(y0,y0) +Q2(y0, µ0) +Q3(µ0, µ0) = 0

On retrouve donc le système augmenté[
B 0
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

B̃

˙[y
µ

]
︸︷︷︸

˙̃y

=

[
At A0

0 0

]
︸ ︷︷ ︸

Ãt

[
y
µ

]
︸︷︷︸
ỹ

+

[
Q1(y,y) +Q2(y, µ) +Q3(µ, µ)

0

]
︸ ︷︷ ︸

Q̃(ỹ,ỹ)
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ỹ

+

[
Q1(y,y) +Q2(y, µ) +Q3(µ, µ)

0

]
︸ ︷︷ ︸

Q̃(ỹ,ỹ)
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Méthode de paramétrisation directe - Inclusion du paramètre de bifurcation

L’idée est donc d’introduire une paramétrisation telle que :

y = W(z̃),

où le paramètre est une variable normale supplémentaire :

z̃ =

[
z
µ

]
.

La dynamique réduite sur la variété s’écrit

˙̃z = f(z̃), avec fd+1(z̃) = 0,

puisque le paramètre a une dynamique triviale :

µ̇ = 0
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Méthode de paramétrisation directe - Inclusion du paramètre de bifurcation

La paramétrisation et la dynamique réduite sont cherchées sous forme de fonctions polynomiales :

W(z̃) =

o∑
p=1

[W(z̃)]p =

o∑
p=1

mp∑
k=1

W(p,k)zα(p,k)

f(z̃) =

o∑
p=1

[f(z̃)]p =

o∑
p=1

mp∑
k=1

f (p,k)zα(p,k),

A chaque ordre on résout une équation homologique :

B[∇z̃W(z̃)f(z̃)]p = A[W(z̃)]p + [Q(W(z̃),W(z̃))]p,

pour trouver les vecteurs de coefficients W(p,k) et f (p,k) pour chaque monôme.
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Exemple illustratif - Pendule de Ziegler [Ziegler (1952)]

L’équation du mouvement est [Luongo and D’Annibale (2015)] :

Mθ̈ +Cθ̇ + (K+Kg)θ = Fnl,

avec C = 2 (ξmM+ ξkK) et

M = L2

[
m1 +m2 m2

m2 m2

]
, K =

[
k1 + k2 −k2
−k2 k2

]
Kg = PL

[
−1 1
0 0

]
, Fnl = −PL

6

[
(θ1 − θ2)

3

0

]
, θ =

[
θ1
θ2

]
,

et les paramètres choisis sont

k1 = δ2k2, m1 = γ2m2, k2 = m2 = 1,

δ2 =
41

4
, γ =

5

2
.
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Analyse de stabilité linéaire et choix des modes maîtres
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(a) Système conservatif
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(b) ξm = 0.2 et ξk = 0

−2

−1

0

1

2

R
e(
λ
)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
−2

−1

0

1

2

P

Im
(λ
)

λ1 λ2 λ3 λ4

PH

(c) ξm = 0 et ξk = 0.1

▶ Système conservatif : deux fréquences propres se confondent à la bifurcation.
▶ La variété centrale est de dimension 4. Une résonance 1 :1 se produit.
▶ Systèmes amortis : existence de quasi-résonances.
▶ Notre choix : utilisation de deux modes maîtres dans la paramétrisation.
▶ Un autre choix : ne retenir que le mode instable [Li and Wang (2024)].
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(c) ξm = 0 et ξk = 0.1

▶ Système conservatif : deux fréquences propres se confondent à la bifurcation.
▶ La variété centrale est de dimension 4. Une résonance 1 :1 se produit.
▶ Systèmes amortis : existence de quasi-résonances.
▶ Notre choix : utilisation de deux modes maîtres dans la paramétrisation.
▶ Un autre choix : ne retenir que le mode instable [Li and Wang (2024)].
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Diagrammes de bifurcation - Amortissement proportionnel à la masse

▶ But : construir un seul modèle réduit, à un point d’expansion Pe, et l’utiliser pour tracer le
diagramme de bifurcation du système.
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Colonne de Beck

▶ Colonne soumise à une force suiveuse
▶ Modèle en èlèments finis plans
▶ ∼ 300 dégrés de liberté
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Conclusion

▶ Une approche pour construire des modèles réduits dépendant d’un paramètre a été montrée.

▶ Il est possible de retrouver des diagrammes de bifurcation avec un modèle réduit construit
pour une seule valeur de paramètre de contrôle.

▶ L’approche proposée s’est montrée valide pour une plage de paramètres plus grande que la
stratégie d’un seul mode.

▶ Paramétriser après la bifurcation semble donner des meilleurs résultats.
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