Paramétrisation de variétés invariantes pour problémes dépendant
d'un paramétre : cas de la bifurcation de Hopf

André de F. Stabile(®), Alessandra Vizzaccaro(l’), Loic Salles(®), Alessio Colombo(d), Attilio Frangi(d), Cyril Touzé(®)

(3)|MSIA - CNRS - EDF - CEA, ENSTA Paris, Institut Polytechnique de Paris
(I’)College of Engineering, Mathematics and Physical Sciences, University of Exeter
© Department of Aerospace & Mechanical Engineering, University of Liége
(@ Department of Civil and Environmental Engineering, Politecnico di Milano

Journées du GdR EX-MODELI
Octobre 2024
Lyon

Paramétrisation de variétés invariantes pour problémes dépendant d'un paramétre : cas de la bifurcation de Hopf A. de F. Stabile 1/18



Introduction
0000

Méthode de paramétrisation de variétés invariantes [cabre et al. (2003a,b, 2005)]

» Technique de réduction de modéle
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By = Ay + Q(y,y) + F(t)
l Réduction
z="f(z), zecC?
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Méthode de paramétrisation de variétés invariantes [cabre et al. (2003a,b, 2005)]

» Technique de réduction de modéle

» Dévélopements asymptotiques autour
d’'un point fixe du systéme

y = W(z2), z = f(z)

> y € CP, vecteur d'état

» d A d< D .
z € C%, coordonnées normales By = Ay + Q(y,y) + F(t)

l Réduction
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Introduction

Méthode de paramétrisation de variétés invariantes [cabre et al. (2003a,b, 2005)]

> Variétés invariantes dans l'espace de phase : LSMs/SSMs [Shaw and Pierre (1991); Haller and
Ponsioen (2016)]. Extension directe du concept de mode linéaire.
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Introduction

Cette contribution

» Etendre la méthode de paramétrisation pour traiter systémes bifurquants.
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Cette contribution

» Etendre la méthode de paramétrisation pour traiter systémes bifurquants.

» Inclusion du paramétre de bifurcation comme une variable ajoutée [Vizzaccaro et al. (2024); Li
and Wang (2024)].

> Stratégie basée dans une analyse de stabilité linéaire pour choisir les modes maitres.

» Exemples illustratifs : pendule de Ziegler et colonne de Beck.
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Plan de la présentation

» Méthode de paramétrisation directe - Inclusion du paramétre de bifurcation
» Pendule de Ziegler

> Analyse de stabilité linéaire
» Choix des modes maitres
» Résultats

» Colonne de Beck

» Conclusion
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Méthode de paramétrisation
000

Méthode de paramétrisation directe - Inclusion du paramétre de bifurcation

On considére problémes de la forme

By: = Ay: + Qi(ye, y¢) + Qa(ye, o) + Qa(pee, i),
tiz = 0.
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By, = Ay + Qu(ye, i) + Qa(ye, 1e) + Qs (e, pe),
fig = 0.
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Méthode de paramétrisation directe - Inclusion du paramétre de bifurcation

On considére problémes de la forme

By: = Ay: + Qi(ye, y¢) + Qa(ye, o) + Qa(pee, i),
tiz = 0.
Avec
Ye=Yo+Y, M=o+

yo point fixe :
Ayo + Qi(yo,¥o) + Qa(¥o, o) + Qs (o, o) = 0
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Méthode de paramétrisation
000

Méthode de paramétrisation directe - Inclusion du paramétre de bifurcation

On considére problémes de la forme

By, = Ay + Qu(ye, yi) + Qa(ye, 1e) + Qalpee, 11e),
iy = 0.
Avec
Ye=Yo+Y, M=o+
yo point fixe :
Ayo + Qi(yo, Yo) + Q2(yo, o) + Qs(po, o) =0
On retrouve donc le systéme augmenté

[13 (1)] m _ [AG Aao} m +{Q1<y,y>+cz2<g,u>+@3<u,m
~~ ~~

B ¥ A, y QF.¥)
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Méthode de paramétrisation
000

Méthode de paramétrisation directe - Inclusion du paramétre de bifurcation

L'idée est donc d'introduire une paramétrisation telle que :
y = W(z),

ou le paramétre est une variable normale supplémentaire :

[
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Méthode de paramétrisation
000

Méthode de paramétrisation directe - Inclusion du paramétre de bifurcation

L'idée est donc d'introduire une paramétrisation telle que :
y = W(z),

ou le paramétre est une variable normale supplémentaire :

al
zZ = .
7
La dynamique réduite sur la variété s'écrit
z=1(z), avec fu1(2)=0,

puisque le paramétre a une dynamique triviale :

fr=20
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Méthode de paramétrisation
ooe

Méthode de paramétrisation directe - Inclusion du paramétre de bifurcation

La paramétrisation et la dynamique réduite sont cherchées sous forme de fonctions polynomiales :

o o Mp
Wz =) [W@), =) > wrkgaeh
p=1 p=1k=1
£2) =Y [f@)], =D > tekgeh),
p=1 p=1k=1
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Méthode de paramétrisation
ooe

Méthode de paramétrisation directe - Inclusion du paramétre de bifurcation

La paramétrisation et la dynamique réduite sont cherchées sous forme de fonctions polynomiales :

o

W(z) => W), = Z i W P:k) ge(pk)

p=1 p=1k=1
£2) =Y [f@)], =D > tekgeh),
p=1 p=1k=1

A chaque ordre on résout une équation homologique :

B[VaW(2)f(2)], = A[W(2)], + [Q(W(2), W(2))]

p p’

pour trouver les vecteurs de coefficients W®-%) et f(P%) pour chaque monéme.
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Pendule de Ziegler
000

Exemple illustratif - Pendule de Ziegler (ziegier (1052)]
L'équation du mouvement est [Luongo and D’Annibale (2015)] :
M6 +CO + (K +Kg)0 =F,y,

avec C =2 (&, M + &:K) et

ma ma —ks L)

M = .2 {m1 + ma m2] K= |:k1 + ko _k2:|
B -1 1 _ PL [(61 —6,)3 |6
KgPL|:O 0:|7 Fnl _6[ 0 9 0= ’

invariantes pour problémes dépendant d'un paramétre : ca
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Exemple illustratif - Pendule de Ziegler (ziegier (1052)]
L'équation du mouvement est [Luongo and D’Annibale (2015)] :
M6 +CO + (K +Kg)0 =F,y,

avec C =2 (&, M + &:K) et

ma ma —ks L)

B -1 1 _ PL [(61 —6,)3 |6
KgpL{o 0}’ F”l_ﬁ[ 0 - 0= )

M = .2 {m1 + ma m2] K — |:k1 + ko _k2:|

et les paramétres choisis sont

k1 = 6%ka, m1=7"ma, ke =mo=1,
41 5
g 22
1 773

invariantes pour problémes dépendant d'un paramétre : ca
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Pendule de Ziegler

Analyse de stabilité linéaire et choix des modes maitres

A A — Ay — Ay — N A — Ay Ay — N A — Ay — N —
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(a) Systéme conservatif (b) &m =0.2et &, =0 (c) &m =0et & =0.1
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Pendule de Ziegler

Analyse de stabilité linéaire et choix des modes maitres
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(a) Systéme conservatif (b) &m =0.2et &, =0 (c) &m =0et & =0.1

» Systéme conservatif : deux fréquences propres se confondent a la bifurcation.
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Pendule de Ziegler

Analyse de stabilité linéaire et choix des modes maitres
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» Systéme conservatif : deux fréquences propres se confondent a la bifurcation.
» La variété centrale est de dimension 4. Une résonance 1 :1 se produit.
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Analyse de stabilité linéaire et choix des modes maitres
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» Systéme conservatif : deux fréquences propres se confondent a la bifurcation.
» La variété centrale est de dimension 4. Une résonance 1 :1 se produit.
> Systémes amortis : existence de quasi-résonances.
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Pendule de Ziegler

Analyse de stabilité linéaire et choix des modes maitres
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» Systéme conservatif : deux fréquences propres se confondent a la bifurcation.
» La variété centrale est de dimension 4. Une résonance 1 :1 se produit.

> Systémes amortis : existence de quasi-résonances.

» Notre choix : utilisation de deux modes maitres dans la paramétrisation.
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(a) Systéme conservatif (b) &m =0.2et &, =0 (c) &m =0et & =0.1

» Systéme conservatif : deux fréquences propres se confondent a la bifurcation.
» La variété centrale est de dimension 4. Une résonance 1 :1 se produit.

> Systémes amortis : existence de quasi-résonances.

» Notre choix : utilisation de deux modes maitres dans la paramétrisation.

» Un autre choix : ne retenir que le mode instable [Li and Wang (2024)].
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Pendule de Ziegler
00e

Diagrammes de bifurcation - Amortissement proportionnel 3 la masse

» But : construir un seul modéle réduit, a un point d'expansion P,, et I'utiliser pour tracer le
diagramme de bifurcation du systéme.
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Diagrammes de bifurcation - Amortissement proportionnel 3 la masse

» But : construir un seul modéle réduit, a un point d'expansion P,, et I'utiliser pour tracer le
diagramme de bifurcation du systéme.
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Colonne de Beck
[

Colonne de Beck

Po+p
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Qo po+p

=
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» Colonne soumise a une force suiveuse
» Modéle en éléments finis plans
» ~ 300 dégrés de liberté
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Colonne de Beck
[

Colonne de Beck
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Conclusion

» Une approche pour construire des modéles réduits dépendant d'un paramétre a été montrée.
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» Une approche pour construire des modéles réduits dépendant d'un paramétre a été montrée.

» Il est possible de retrouver des diagrammes de bifurcation avec un modéle réduit construit
pour une seule valeur de paramétre de controle.
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» Il est possible de retrouver des diagrammes de bifurcation avec un modéle réduit construit
pour une seule valeur de paramétre de controle.

» |'approche proposée s'est montrée valide pour une plage de paramétres plus grande que la
stratégie d'un seul mode.
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Conclusion

» Une approche pour construire des modéles réduits dépendant d'un paramétre a été montrée.

» Il est possible de retrouver des diagrammes de bifurcation avec un modéle réduit construit
pour une seule valeur de paramétre de controle.

» |'approche proposée s'est montrée valide pour une plage de paramétres plus grande que la
stratégie d'un seul mode.

» Paramétriser aprés la bifurcation semble donner des meilleurs résultats.
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